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摘 ”要 : 在 本 文中 , 首先 给 
通过 提出 加 权 短 平均 同 构 


出 了 加 权 老 平均 的 六 个 基本 性 质 , 其 中 的 某 些 性 质 不 为 人 们 所 知 . 
映射 的 概念 , 证 明了 加 权 宕 平均 的 同 构 关系 是 一 个 等 价 关 系 . 作 


为 具体 的 例子 , 给 出 了 加 权 算 术 平 均 、 加 权 几 何平 均 和 加 权 调 和 平均 是 彼此 同 构 的 . 


在 证 明 加 权 短 平均 的 


同时 也 提出 了 广义 加 权 老 


个 基本 性 质 推理 过 程 中 , 仅 用 到 了 加 权 雷 平均 的 六 个 基本 性 质 


中 的 两 个 性 质 , 由 此 将 满足 加 权 短 平均 的 六 个 基本 性 质 的 多 元 函数 定义 为 广义 加 权 曙 平均 ， 


MF{lpilz1, [pzjzz… 
电 为 广义 加 权 短 平均 . 作为 例子 , 我 们 指出 加 权 拟 算术 f- 平 均 是 广义 加 权 窜 平均 , 这 个 例子 
表明 了 不 是 加 权 短 平均 的 广义 加 权 短 平均 大 量 存 在 . 

在 广义 加 权 宕 平均 同 构 映射 的 基础 上 , 建立 了 两 类 广义 加 权 老 平均 基本 不 等 式 的 同 构 


平均 同 构 映射 的 概念 , 建立 了 广义 加 权 短 平均 之 间 的 同 构 映 射 关 


B: WARM PAT XA PHA, 那么 对 任意 单调 函数 w(z), 多 元 函数 人 MS: 


—1 


Mrilpiıla(z1), [pala(z2),..* , Pnla(en)}] 


sall nzZn} = a 


定理 : 设 aw(z) 为 任意 严格 单调 递增 函数 , IME =at o Mr oa, MZ =a to Mg oa, HA 


不 等 式 
Mr{lpilz1, 


p2|x2, seek [ Zn 之 Ms{lpı]z1, [p2]x2, 2 [ n|&n 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 


MP{[pi]@1, 

成 立 . 并 且 不 等 式 
Mer{lpi] Ms{z1; 
> Ms{Mri{ [pila 


p2)2,°°+ , [Pnlan} > MS{[piles, [paljza , Pnlan} 


Í € Tn}, [p2] Ms{x25| j € In}, 5 Pm|[Ms{amjl j € Tn}} 
LE In}, Mr [pi] vial i E€ Im}, Seger Me{[pi|tin| i € Tn}} 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 


ME{[piJMS{y1; 
> MYMEL [pi] yi 


J E€ Tata [p] M3{y2;l j € Tat CERSEI [Pm] [M3 Yms] j € Luty 
i € Im}, MF{lpilyiz|i E Im}, ++, Me{[pilyin| i E Zm}} 


成 立 . 应 用 上 述 不 等 式 的 同 构 映射 定理 , 给 出 了 一 些 新 的 同 构 不 等 式 . 


关键 词 : MPA, 广义 加 权 宕 平均 , 算术 平均 , 几何 平均 , 调和 平均 , 同 构 映射 , 基本 不 等 


式 


Abstract In this thesis, we firstly introduce the six basic properties of the weighted power 
mean. Some of these properties are hardly known. By giving the concept of isomorphic 
mapping, we prove that the isomorphic relation of the weighted power mean is an equivalence 
relation. As an example, we show that weighted arithmetic mean, weighted geometric mean 
and weighted power mean are isomorphic each other. 

In the process of deducing one of the properties, we only use two properties of the six 
properties of the weighted power mean. We define the multivariate function which meets the 
six basic properties as the generalized weighted power mean, and establish the isomorphic 
mapping relationship among them: if Mp is the generalized weighted power mean, then for 


any monotonic function a(x), the multivariate function M¢: 


ME{ [pi], Ba]z2 ,En]zn} = 07" [Mr {[pilo(a1), [po]o(2),-+- , (Pnlo(en)}) 


is also a generalized weighted power mean. As an example, we point out that a weighted 
quasi-arithmetic f-mean is a generalized weighted power mean. This example indicates that 
there are many generalized weighted power mean which are not weighted power mean. 
Based on the isomorphic mapping of generalized weighted power mean, we establish the 
isomorphic theorem for two basic inequalities of generalized weighted power mean: let a(x) 


be any strictly decreasing function, and M% = a7! o Mp o a, MX =a7~!o Ms o a,then 


M pr{lpi]z1, [p2]£2;: +: , Palen} > Ms{lpı]x1, [p2]£2; > , [Pnlan} 
if and only if 
Mt [pile [po]z2; [pz > NS{[Dizi [pz [pz 
and 
Mer{[piJMs{r1j| 7 ED 让 Ba]Atsfzajl7 E 万 jmstznjl7 € Tn}} 
>Ms{Mr{[pilriilt E Im}, Mr{[pilzi2| 4 € Im}, +: , Me{[pilzin| i E Im}} 
if and only if 
Mpilo] Ms{uli € In}, [po] Mzdy] E Inji s PmIIMstymgl i € In}} 
> M5{MF {pily i € Im}, MP {[pilyial¢ E Im}, +++, MP{[pilyin| i € Zm }}- 


Moreover, we give some new isomorphic inequalities by using the above isomorphic theorem. 


Key Words weighted power mean, generalized weighted power mean, arithmetic mean, ge- 


ometric mean, harmonic mean, isomorphic mapping , basic inequality 


1 加 权 朝 平均 的 基本 性 质 


在 这 里 ,首先 为 大 家 介绍 加 权 宕 平均 的 概念 , 这 个 概念 是 加 权 算术 平均 、 加 权 几 何平 均 
和 加 权 调 和 平均 等 概念 的 推广 ， 事实 上 , 如 果 记 权 系 数 分 别 对 应 为 p1,p2,… ,pn E€ RWE 
元 x1， 2Z2) 7 ,En E Ry 的 + 阶 加 权 窜 平均 为 


$ 
D121 + p223 +: + Pnin ` (1.1) 

Pit P2 +: + Pn 
在 (1.1) 式 中 令 r = 1, 就 得 到 权 系 数 分 别 对 应 为 pt, po ,pn & 展 4 的 变 元 x1, £2, ,Zn E 

R+ 的 加 权 算 术 平 均 
ae Pit, + poe +++ + Pntn 
A{z, p} = Mi{z, p} = 
{Z, p} i{Z, p} een eae 


在 (1.1) 式 中 令 r 一 0, 就 得 到 权 系 数 分 别 对 应 为 ph pa … ,pn E 民 4 的 变 元 x1, za …… ,Zn E 
R+ 的 加 权 几 何平 


Adr{flpijzi， [p2]x2, oe a | non} = 


(1.2) 


y 


N 
& 


G{z,p} = lim M,{2, p} = [zh .pr] rte (1.3) 
在 (1.1) 式 中 令 r = 一 1, 就 得 到 权 系数 分 别 对 应 为 pl,pz，…… ,pn E R 的 变 元 zi,zo，…… ,zn E 
了 ;的 加 权 调 和 平均 


& 


Be = Pı 十 D2 +: +P 
Hiz, p} = Mı{7, p} = =f =] E m) 
Pil,” + poly” 十 :十 DnZm 


这 里 的 加 权 肾 平均 满足 下 面 的 六 个 基本 性 质 . 其 中 性 质 1.1 是 非常 关键 的 , 并 不 为 人 们 所 


(1.4) 


周知 . 
性 质 1.1 设 p;， Ti E R+(i = 1, 2,- i n), qi, Yi E R+(i = 1, 2, eae ,m), 则 有 
Mr{ [pi]z1, [p2]r2, [ps]£3; [pmzn [qi] y1; [42] y2; [93] y3; +: , [qm] Ym} 
=M,{[p]M,{[p1] «1, [pzljza > , [Pn]En}, [ql Mr {lailyi, [cay +; [am] Ym}}- (1.5) 
这 里 p = pı + p2 +-+ + Png =q +92 +: Hgm. 
证 明 为 了 方便 , 令 
Piti 十 p273 十 :十 Dn2m j 
A=M, ) 0% o Pn]tnf = ) 1.6 
(pilen 四 ja ,ja = [PEE PRE EF Peta (1.6) 
| 
B=M, ) dd 一 ) 1.7 
(alve foalye emg} = [SH tend Fo (7) 
所 以 得 到 
D1Z1 + pots +: + Puin 
A = (M, s tty [Dnltn})” = 1.8 
(M,{[pi]a1, [pa]x2 [Pn]an}) re (1.8) 
: T+ gays te H amy, 
BT = (M,{[ailyn, al 5 [Gml¥m})” = BA 2B —_ (1.9) 
qı 十 92 十 … 十 gm 
考虑 到 p = pi +pot---tpng=antat::-+an, 由 加 权 窜 平均 的 定义 知道 
Mr{[p] Mr {pilzi, [p2]£2;: > ,pnlzn}, [ql Mr{ lqilyi, lo , [qm]ym}} 
= | < petettiin UYI + Gay F`: + ImYm |” 
p+q D1 十 D2 十 :… 十 Dr 十 91 十 9 十 :十 gm 
= Mr{[pı]x1, [pajzz, [psljzs… , [pn]zn, [q1] y1, [ae] y2, [93] Y3; , [am] Ym}, (1.10) 


这 样 就 证 明了 性 质 1.1, 性 质 1.1 证 毕 
性 质 1.2 设 pi, zi € Ri(i=1,2,… ,n), 入 >0, 则 有 


人 4r{[Xpijzl， [Ap2]£2, DS. [Apn]£n} = M,{[p1}21, [pzjz>， eo Pay [Prlen}, (1.11) 
证 明 由 加 权 窜 平均 的 定义 得 到 

piv + poz} + + paat, ]* 
Mr A st Da lee = p 1.12 
(pilen pelea, nen = [PEPE | (1:12) 

Apiot 十 Xp 三 十 ,十 = > 
M,d IA , | 入 ,|Apn|zn} = ; 1.13 
(Dpi De o Donlar) = [ASE Aber + tA (1.13) 

又 容易 知道 
入 D121 十 入 D2Z2 EEEE haa T = a + pers Ab ay ae 元 a 14) 
Api + Ape +++ + Apn Pit p2 +: + Pn | l 


将 (1.12) 式 和 (1.13) 式 代入 (1.14) 式 就 得 到 (1.11) 式 , 性 质 1.2 证 毕 
性 质 1.3 ipi, zi € Rili = 12 n), jja e jnÆŒl, 2 ,n 的 任意 一 个 置换 , 则 有 
Ar 让 zz 区 zi 三 Apijzi pz [nz (1.15) 
证 明 由 加 权 窜 平均 的 定义 可 以 直接 得 到 . 
ee ey EO ea ee 
M,{[pi}t1,°++ , [prlzr, ,pnlzn} > Mo{lpilz1,::: , [prlye,:** , [Pr]En}, (1.16) 
这 里 的 “” 表 示 蔡 换 ,如 :(zx1)… ey En) = (1, ,Ek—1, Yk, Th+1,"…… En), PAL. 


证 明 由 加 权 帘 平均 的 定义 得 到 
pizi + pow + .二 pna, * 

> «+, [pnlen} = 1.17 
Mt] 四 jm s[py]ng} = [EE tenet (1.17) 

j Piti He +H pe 二 :十 pnzh j 
: ae SEER EEE , 1.18 
Mrdlpilen = [pale s palen) = | tpa (1.18) 

由 (1.17) 式 和 (1.18) 式 知道 不 等 式 (1.16) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 不 等 式 (1.19) 成 立 . 
| | (1.19) 

Pi 十 pz 十 "… 十 pn Pi 十 pz 十 … 十 pn ; 


下 面 分 三 种 情况 讨论 : (1) 当 r > 0 时 , 不 等 式 (1.19) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 不 等 式 (1.20) 成 


DA 


PET Paty TT Dil, Pit PAE Tt Lpnzn (1.20) 
Pı 十 Dp2 +: + Pn Pit P2 +: + pn 
不 等 式 (1.20) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 不 等 式 (1.21) 成 立 
Piti + p272 +--+ + Pat, Z Pit] +--+ + DED + 二 pnTn, (1.21) 
由 于 px > 0(k = 1,2,… ,n), 不 等 式 (1.21) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 不 等 式 (1.22) 成 立 
ai > yt, (k=1,2,---,n), (1.22) 
由 于 ”> > 0, 不 等 式 (1.22) 成 立 充 要 条 件 是 zj > yklk=1,2, ,n 


| 


). 
(0) “ar < 0 时 , 不 等 式 (1 19) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 不 等 二 
piti 十 D222 +: + pra}, < PTI 二 ee 

D1 十 Dz 十 十 Dr D1 十 pz 十 … 十 pn 


, (1.23) 


不 等 式 (1.23) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 不 等 


pity + pats 十 …… 十 DnZm 


< pizi +. 


式 (1.24) 成 立 


+ pei, Fes + pnt, 


由 于 pj > 0(k =1,2,---,n), 不 等 


由 于 x < 0, 不 等 式 (1.25) 成 立 充 要 条 件 是 zk > 
(3) “r = 0 时 , 不 等 式 (1.19) 即 为 


[x7 


亦 即 
ri rb ，， 


式 (1.27) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 不 等 
D > as (k =: i, 


Pi, 


.TP 
Ta 之 Ti 


不 等 


由 于 px > 0(k = 1,2,… ,n), 不 等 
综 上 所 述 , 不 等 式 (1.16) 成 立 充 要 条 件 是 zx > 
性 质 1.5 Wp, € R}(i= 1,2, 

Mr { {pil]x, [pz]z， 

证 明 由 加 权 究 平均 的 定义 可 以 直接 得 到 . 


式 (1.24) 成 立 的 充 要 条 件 是 
k < Yk (有 三 12 
yk(k = 1,2,--- ’ 


x | ER > |x? oe 


Th (1.28) BRIT 


式 (1.28) 成 立 充 要 条 件 是 zk > 
yx (k = 1,2,--- 
n), £ E€ R}, WA 


下 列 不 等 


式 (1.25) 成 立 
n) 


“Pk 
. Yk oe 


1 
. mP prtrat +p 
xn" | E 


Pk p 
0", 


2,... ,n) 


yp(k = 1,2,... yn). 
性 质 1.4 证 毕 


性 质 1.6 ipi, qi, zi € R+(i = 1,2,- , 


M,{[pi + qlz, [P2 + q2]£2, +- 
= Mr{[pı]x1, [p2]£2;: 
证 明 EINER FI ECE 


M,{[pi 二 azi [p2 二 qjz 


(pi 十 gzL 二 (pa 十 02)22 十 … 


n), WA 


’ [Pn]2n, [gilz1, [azjz>， whee 


, [Pn + qn]zn} 


3 [gn]zxn}, 


者 (Pn + Qn) x 


Pı +q tpz tqt: 


F Dn qn 


1 
7 | 
n 


D1201 十 Da2Z2 +--+ + Pn®, + Mx 


1+ 9205 ++" 


-| Pı + p2 +: + Pn 
= M,{[pı]x1, [p2]£2;: +: 
这 样 就 证 明了 性 质 1.6, 性 质 1.6 证 毕 
命题 1.7 设 p;, zi € Ri(i= 1,2,.…， 


a 


Q1 a2 am 


对 任意 的 自然 数 n 和 s, 则 有 
M,{[p 
=M,{[p1]@1, [p2]£2; +: 


证 明 WR A A Pe, 


]#1, [pa]z2,--- , [Pnlan, lq 


, [Pn|tn}- 


qıt 
, Pn]£n, [qi1]z1, [azjz2 +> 


n), qi ER (i = 1,2,--- 
Mr{ [pi]z1, [pe]x2, +++ 


直接 代入 即 可 给 出 证 明 , 但 


a 
Fath)" 
q2 +++ + dn 


, [qn]Zn}, 
,1m), È 


1]41, [g2]a2, +: , [qm]am} 


Ly 


raat 


(1.24) 


(1.25) 


(1.26) 


(1.27) 


(1.28) 


(1.29) 


(1.30) 


(1.31) 


(1.32) 


(1.33) 


书写 和 计算 比较 麻烦 . 


下 面 考虑 用 上 面 的 性 质 1.1 和 性 质 1.5, 给 出 命题 1.7 简 洁 的 证 明 . 为 了 方便 , 记 p = pi 十 
pote + Prd =q +q ++ dm, 由 性 质 1.1 得 到 


M,{|pil@1, [pajza > , [Pn]£n; [qilai, lq2]a2;: +> , [qm]am} 
=Mr{|[p|M,r{[p1]x1, pajza [ojzn lalMr{[arlar, lq2]a2, , [qmlam}}. (1-34) 
由 于 ai = a = -+ = am = Mr{ [pi], [p2]x2,… , [pn]zn}, 根据 性 质 1.5 得 到 
M,{[qi]a1, lq2]a2,: ++ , [qmlam} = Mr{[pi]a1, [pajz , [Prn]En}, (1.35) 
将 (1.35) 式 代入 (1.34) 式 得 到 
M,{[pi]21, pzjz2 pnjzn lqilai, [g2]a2;: [omjon} 


=Mr{[p|Mr{ [pi], ojz2 , [Prlan}s [ql Mr {pilei, pajza ,lpnlzn}}. (1-36) 
再 根据 性 质 1.5 得 到 
M,{[p]|M,{[pi}21, [p2]£2; nz lql Mt{ lpilz1, az , pnlzn}} 
=M,{[p1]21, [pzjz2 [pnjzn 上 (1.37) 
将 (1.37) 式 代入 (1.36) 式 就 得 到 (1.33) 式 , 命题 1.7 证 毕 . 


2 ”加 权 突 平均 的 同 构 映射 


在 这 一 节 中 , 我 们 首先 给 出 加 权 窜 平均 之 间 同 构 映 射 的 概念 . 然后 再 应 用 加 权 窘 平均 的 
同 构 映射 , 进行 了 加 权 算 术 平 均 、 加 权 几 何平 均 与 加 权 调 和 平均 之 间 的 相互 转换 . 

定义 2.1 ETER EAK), 对 给 定 7,t € 及 和 任意 的 pi zi € 及 (=1 2 ,n), 
满足 


a 


Mi{[pilai, [palza , [Pnan} = 07+ (Mr{[pila(a1), [pola(a2),-++  [Pnlo(en)}), 2-2 
那么 , REIMAA R Blo (x) Ee DB BEIM, BU BEM AS RRS, 方便 地 
记 为 a: M, — My, 或 者 记 为 a: M, “> Mi 还 可 以 记 为 Mi =a! o M, 04. 
事实 上 , 根据 上 述 定义 , 进行 一 些 比较 简单 的 推导 , 我 们 可 以 得 到 加 权 圭 平均 之 间 的 同 
构 映 射 是 一 个 等 价 关系 . 即 有 

定理 2.2 设 人 4，At 和 人， 分 别 为 加 权 ”, t, ult RFI, a(x) All 6(z) 为 严格 单调 函数 . 

(1) 对 于 恒 等 映 射 , ( 即 : (x)= x), 总 有 M -全 My; 

(2) MRM, -> Mi, 那么 Mi os Me 

(3) WEM, -> Me HEM, É Ma, WAM, D Ma. 
E y(x) = a o B(x). 

证 明 (1) 的 证 明 是 显然 的 . (2) 由 于 Mi -> My, 根据 定义 2.1 得 到 

Mi{[piler, [paljza 5 [Pnlan} = a7 (Mr{[pila(a1), [pola(we),-+- , [Pnla(an)}), (2.2) 
所 以 得 到 
a(M,{[p1]@1, [p2]£2; ; [PnJan}) =M,{[pila(21), [pzja(za) [nja(zn)}， (2.3) 
由 于 af(z) 为 严格 单调 函数 , 现在 令 n(z) = a(x), yi = alzi), 于 是 zi; = at (yi) = nly), 这 
里 i = 1,2,--- ,n, 因此 有 
n'(M¢f{[piln(y1), Dan ++» Pnln(yn)}) = Mr{[pilys, [pelye, , [pnlyn}, (2.4) 


be 


亦 即 

Mr{ pilyi, [poly2; [pn = 17+ (Mpini), polny), +++ , (Pnln(Yn)}) (2.5) 
这 表明 : ALVA PR (a) AED FM, BUA BEM, AS DR 

(3) BFM, > Mi, 根据 定义 2.1 得 到 

Maz{ (pila, [p2]£2; ,Enzn =a (Me{[pilo(21), [p2la(aa),--+ ,[prla(an)}), (2.6) 
所 以 


a( Mat{[pilz1, [p2]x2, [psjza , [pnlzn}) 
=ala™ (Mr{[pi]a(z1), [palo(we), + , [pnla(zn)})] 
=M,{[pila(21), paja(zz) , [pnla(zn)}. (2.7) 
HFM, -号 Mu, 根据 定义 2.1 得 到 
Ma{ lpi]y, Ba 加) = 8 (Me{ lpi]B (41), [p2]B(y2),*: + [pn]B (yn)}), (2.8) 
由 于 a(z) 为 严格 单调 函数 , Sa, = bly), 于 是 mw = B71(zi)(i = 1,2,… n), 将 其 代入 (2.8) 式 
得 到 


Ma{ lpi]yi, [p2ly2; ,palyn} = 87 (ic [palz [pnzn))， (2.9) 
将 (2.9) 式 代入 (2.7) 式 得 到 
Ma{ [pilyi, [pa [an = B 7 [a (Mo{lpila(z1), [pa]a(z2),:*: , [pnlo(an)})], (2-10) 
由 于 zx; = lyi), 所 以 a(z;) = al6(yi)], 将 其 代入 (2.10) 式 得 到 
Mat{ [pilyi, [p2ly2; [pslys , [pnJyn} 
=p (Mr{lpilalB(y)], plal lu) , Prlal8(yn)]})] 
=(ao08) (Mr{[lpiloo B(y1), [p2]ao (y2), + [pnloo B(yn)})- (2.11) 
这 表明 : 单调 函数 7(z) = a o 6(z) 是 加 权 t 阶 容 平 均 /M1 到 加 权 w 阶 窜 平 均 Mi 的 同 构 映射 . 
定理 2.2 证 毕 . 
命题 2.3 严格 单调 递增 函数 a-1(z) = ln(z) 为 加 权 算 术 平 均 .4 到 加 权 几 何平 均 8 的 同 构 
映射 , 或 严格 单调 递增 函数 aw(z) = exp(x) 是 加 权 几 何平 均 9 到 加 权 算 术 平 均 A 的 同 构 映射 . 即 


A{([pi}x1, [p2|v2,-++ , [PnJan} = In[G{[p1] exp(1), [p2] exp(z2);,: ,[PnJexp(@n)}], (2.12) 
或 者 
9{[pi]z1, [pajza > , [Pn]En} = explA{lpi] In(x1), [p2] In(x2), +++ , [Pn] n(zn)}).- (2.13) 
证 明 因为 a-1(x) = In(x) 和 a(x) = exp(z) 都 为 严格 单调 递增 函数 , 所 以 
In(G{[p1] exp(z1), [p2] exp(x2), +++ , [Pn] exp(@n)}) 
a In[[(e"!)”" (er?) om (e27) P” | prta ten] 


= In| (hae Pea PH) FLT TPR | 


_ Pıtı F p272 + p3%3 +--+ + PnIn 
Pi + p2 + p3 +++ + Pn 
= A{[p1] #1, [p2]x2, [p3]£3; + , [Pn]xn}, (2.14) 


这 样 就 证 明了 (2.12) 式 . 同样 
exp(A{ [pi] In(@1), [p2] In(w2), , pn] In(zn))) 


= E In(x1) + pz ln(x2) +--+ + pn mee 
pit pet--++ Pn 
l pı ] p2 wets 1 Pn 
| 
D1 十 Da2 十 "十 Dn 
1 


一 exp[In[(a?? x}? wee Pn) PLA PETE | 


1 
P1 ,,P2,,P3 D Se 
— (x4 To T3 abn) Pi tp2+tp3+ 0 +Pn 


=G{[pı]z1, [pajzz,[pajza，… , [pn]zn}. (2.15) 

这 样 就 证 明了 (2.13) 式 , 因此 命题 2.3 证 毕 . 
命题 2.4 严格 单调 递减 函数 8(z) = exp(z-1) 是 加 权 几 何平 均 9 到 加 权 调 和 平均 的 同 
构 映射 ， 或 者 严格 单调 递增 函数 0(z) = BM (ae) = [mn(z)] 是 加 权 调 和 平均 XK 到 加 权 几 何平 
均 9 的 同 构 映射 . 即 
H{ [pilzi, pajzz，… ,pn]jzn = 67 [GO{ pi]B (a1); [P2]B(w2), +++ , (Pn B(@n)}); (2.16) 


或 者 


G{[piler, [palza，… ,paz = TH lp PB (21), [palB (we), +++; [Pn] B(an)}1- (2.17) 
证 明 因为 8(x) = exp(x-!) 和 f(z) = 8-1 (x) = [In(x)]-! 都 为 严格 单调 递增 函数 , 所 以 
B~*[G{{p1]8 (21), [p2]8 (a2), +>; [pn] B(@n)}] 


1 
= 1 
In[(exp (2+) exp (22) -exp (22) ) rrt ten] 
23 Pi + p2 + p3 +: + Pn 
DIZT  +p2x3' + ps3! +- +Pntn- 
= H{[pı]£1, [pzjzz, [p3]£3; > , [Pn]En}- (2.18) 


这 样 就 证 明了 (2.16) 式 . 同样 
BH{ pi]B(z1), [pa]B (we), +++; [pn]B(zn)) 
i 2 In(x1) + p2 In(Z2) ++- + Pn me] 
Pı 十 Da 十 … 十 Pr 
| 
D1 十 D2 十 "十 Dr 


二 二 二 oat 
= explln (a?! a8? ... gPn) Tt Pn | 


=G{[pilxi, [p2]z2, [p3]£3;: -+ , [Pn]£n}. (2.19) 
这 样 就 证 明了 (2.17) 式 , 因此 命题 2.4 证 毕 . 
命题 2.5 严格 单调 递增 函数 y(z) = x-! 是 加 权 几 何平 均 到 加 权 调 和 平均 A 的 同 构 映 
Sp, 或 者 严格 单调 递增 函数 7(z) = z-I 是 加 权 调 和 平均 .4 到 加 权 几 何平 均 2t 的 同 构 映 射 . 即 
A{[pilat, [paljza [nz = y [KH{lpiy (21), [pely(22),- ++ , [pn]y (zn)}], (2.20) 


或 者 


H{[piler, palz2 ,nznj = 7 [A{lpi]y (21), [pay(z2) e , [pr]y (zn)}]. (2.21) 


证 明 因为 y(x) = z-:! 为 严格 单调 递减 函数 , 所 以 
yf [pily(21), [palj7y(za) [pay(zn) 
4 palez) +--+ + pn(aa?) 
Pı + p2 +: Pn 
_ Pıtı 十 p27X2 + p3%3 +: + PnEn 
pı + p2 十 Da 十:… 十 pn 


_ Pi(z1 ) 


= A{lpi]z1, [p2]x2, [psljza [nzn). (2.22) 
这 样 就 证 明了 (2.20) 式 . 同样 
y*[A{pily(21), [pely(a2), +++» Pnly(@n)}] 
z Pi + p2 + p3 +: + Pn 
pity) + potz 十 Da23 +: + prt’ 
=H{[|pı]z1, [p2]x2, [ps]zs， tas) [Pn]@n}. (2.23) 


这 样 就 证 明了 (2.21) 式 , 因此 命题 2.4 证 毕 
这 表明 了 加 权 几 何平 均 、 加 权 算 术 平 均 和 加 权 调和 平均 可 以 通 过 同 构 映 射 互 相 转 换 . 


广义 加 权 突 平均 的 同 构 映射 
读者 可 能 会 提出 : 在 定义 2.1 中 , 当 a(z) 为 任意 单调 递增 函数 时 , 定义 的 多 元 函数 人 


Mér{ [pi], az2 , [Pn]en} = a (MrfDaatza, aa(tza) , [pnla(zn)}), = 
A FE ED Be PL? 


w 


我 们 的 答案 是 否定 的 . 例如 取 .M, 为 加 权 算 术 平均 , Lala) = exp (2), 得 到 多 元 函数 
EEN on Ace A 
Mo 四 oo sores} = [m (PARE Ee) |" ga 
不 难 知 道 : IRA Te SM pS AE BCE 8. 


我 们 经 过 多 次 尝试 , 我 们 偶然 发 现 : 这 个 多 元 函数 M$ 仍然 满足 性 质 1.1- 性 质 1.6! 这 个 发 
现 令 我 们 非常 吃惊 . 
进一步 地 , 我 们 提出 了 新 的 问题 : 如 果 多 元 函数 Msp 仍然 满足 性 质 1.1- 性 质 1.6, 经 过 形 如 
定义 2. 1 中 的 同 构 映 射 后 得 到 多 元 函数 AMM% 是 否 仍然 县 有 性 质 1.1- 性 质 1.6? 命题 1.7 是 否 也 成 
立 呢 ? 这 种 同 构 关 系 是 否 也 是 等 价 关 系 呢 ? 
经 过 进一步 的 探索 和 研究 , 我 们 肯定 地 回答 了 上 述 问 题 . 为 了 书写 方便 , RII H 
定义 3.1 如 果 多 元 函数 人 4 满足 性 质 1.1- 性 质 1.6, 亦 即 : 多 元 函数 人 满足 
性 质 1.1 设 p;， zi E R (i =1,2, n), gi, yi E Ri(i= 1,2,--- ,m), 则 有 


EE 


M{[pı]x1, [p2]£2, [p3]£3;, [nz [gi] y1, [G2] y2, [gs] Y3; , [dm] Ym} 
= M{[p]M{[pı]x1, pajza > , [Pn]æn}, [lq M{ lqyi, la2]y2; +> , lam]ym}} (3.3) 
这 里 p = pı + p2 +-+ + Png =q +92 +: Hgm. 
性 质 1.2 设 p;, 2, € Ry(i=1,2,---,n),rA>0, WA 
MI{ [Mpilz1, [Ap2]£2;: +> , [APn]£n} = M{[pilar, [paljza -+ , [Prn]En}, (3.4) 


性 质 1.3 设 pi， Ti E R+ (i = 1, 2, re n), WR G1, j2, oe ,jn 是 1,2， cor ,n 的 任意 一 个 置换 ， 
则 有 


M{ [pz jab Ae [Pin ]Ejn } = Mi{[pı]z1, [p2]£2, py [Prltn}, (3.5) 
性 质 1.4 设 p;， Ti, Yi E R4 (i = 1, 2, ir n), 对 任意 的 = 1,2, vr yn, 则 zy 之 大 的 充分 必 
要 条 件 是 : 


APIz >, [Pr]£k; 5 [Pnltn} > M{[pilzi,->- , [pr]yr,*: , Prlenf, (3.6) 
性 质 1.5 设 p; € R}(i= 1,2, n), £ E R}, WA 
M{[pı]x, [pzjz， , [Pn]a} = z. (3.7) 


性 质 1.6 设 pi， Gi, TEE Ry(i = 1,2,- K n), 则 有 


M{[p1 + qi]z1, [p2 + q2]£2, [pn 二 azn} 


= M{[pı]x1, [p2]£2; -> (Palen, lalz, [q2]£2; > , lan]En}, (3.8) 
那么 , 我 们 就 称 M{pi]zi, pazljzz，… , [Pn]an} Hea, x2,… ,zn 关于 权 系 数 pi1,p2,… ,pn 的 广义 
eae 均 ， 称 pl,pa,…: ,2Dn 为 Mt{[pilzl， [po]£2, . PnltnjJ RF AR Ho, T2) ,Tn 的 权 系 
数 . 当权 系数 和 自 变量 不 确定 时 ， 我 们 将 人 简称 为 广义 加 权 宕 平均 2 当 某 自 变量 zx 权 系 数 
为 px = 1 时 , 我 们 通常 省 略 自 变 量 浆 权 系 数 大 而 直接 写成 zk 
下 面 是 我 们 举 的 一 个 广义 加 权 款 平均 例子 , 它 表明 了 确实 存在 大 量 非 加 权 容 平均 的 广义 
DEAE SY. 

命题 3.2 设 f(z) 是 严格 单调 函数 , 对 任意 的 zi pi € Ry(i = 1,2,… ,n), Way, £2, ,zn 的 
DAIWA f FY 

Af {[pi]21, [palza ++, [Pnlan} =f 

是 广义 加 权 窜 平均 . 

证 明 我 们 逐一 验证 加 权 拟 算术 广 平均 NMM7 满足 上 述 六 个 性 质 . 

(1) 设 pi, zi € Ry =1,2,---,n), qi yi € R4(i = 1,2,--- ,Mm), 考虑 p 一 Pi 十 Da 十 :十 
pn;g =q +02 +: + qm, 由 加 权 拟 算术 f- 平 均 的 定义 得 到 

Af {[pIA'{pile1, pajza ,Enznj A" {lg ly, [go [my 


à a slr len atten) +t. +t pat e] 
DTd pı 十 Do +: + Pn 


pi1f (21) +p2f(x2) +- + Pnf (en) 


(3.9) 
Pit p2 十 … 十 Drn 


|p| oi elie) + qm f (Ym 中 
Prd qı T 92 +: “二 qm 
| Pp p-1[ Pif(e1) + pfe) + ca 
= P 5 "| Ppi 十 Da +e + Pn 

pipop atatoa) 

p+q qı + q2 +: + dm 
fo pif (x1) + pof (2) + + pnf (en) + aflyr) +42 f(y2) +: + qmf (Ym) 
p+q 

= Af {[pjza[paljza , [Pn]æn, [qi]y1, lazlyz; ++ , [qmlym}. (3.10) 


这 表明 : 加 权 拟 算 术 广 平均 .47 满足 性 质 1.1. 


(2) 考虑 p;， TE Ry(i = 1,2, 5 


n), > 0, 由 加 权 拟 算术 f- 平 均 的 定义 得 
Al {[\pi]x1, [Ap2|x2, [Aps|xs, ack 
(x1) + Apo f (x2) + 


wo 


| 


, [APn]£n} 
et APn f (Tn) 


Epa Apif 
E | Api + Ape 4 
pif (x1) + p2f (x2) 


| 


Ap3 + +++ + Apn 
+ psf(a3) + 


syy 
P3 | eee 


= Af {[pı]z1, [p2]x2, [p3]£3;: -> , [Pn]£n}. 
这 表明 了 : 加 权 拟 算术 广 平均 .4 满足 性 质 1.2. 
3) 由 加 权 拟 算术 f- 平 均 Af 的 定义 直接 可 以 得 
4) 由 加 权 拟 算术 f- 平 均 Af 的 定义 得 到 


Pi + pa F Dn 


At 


到 : 加 权 拟 入 


indt 


(3.11) 


术 广 平均 AMM7 满足 性 质 1.3. 


f T _ p-1| Pif (21) + pof(w2) +-+: Leafen) 
A! {pilen palea sondern = 1 [PAED Enero ,G12 
RE 
Pı T pares + Pn 
于 是 , 不 等 式 
Af {]pi]z1, [palza + , [Pr]en} > AP {[pilei,-++ , lpr], , Polen}, (3.14) 
成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 不 等 式 
= aie De Sal ae 
Pı + p2 Pat Pn 
a pı + p2 +: + Pn l l 
分 两 种 情况 讨论 . 第 一 种 情况 : 当 f(x) 是 严格 单调 递增 函数 时 , 广 !(z) 也 是 严格 单调 递增 
函数 , 所 以 不 等 式 (3. 式 为 
pif (21) + paf (x2) +--+ Pn flan)  pif(er) Prf (Ge) + + pnf (an) 3.16) 
pi + p2 ++ Pn 7 pit p2 +: + pn | l 
也 就 是 
pif (#1) + p2f (x2) ee + pnf (tn) 2 pif (xı) aes + pref (Ur) sec + Pn f (tn), 3.17) 
注意 到 ”表示 替换 , 于 是 不 等 式 (3.16) 的 等 价 不 等 式 为 
f (zk) > f(yx), 3.18) 
由 于 f(x) 是 严格 单调 递增 函数 , 所 以 不 等 式 (3.16) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 zj > yp, BOIL. 
第 二 种 情况 : 当 f(z) 是 严格 单调 递减 函数 时 , f-1(x) 也 是 严格 单调 递减 函数 , 所 以 不 等 
式 (3.15) 的 等 价 不 等 式 为 
pif (t1) + p2f (22) +++ + Pnf (zn) < Pf (es) + 十 pele +++ pnf (Zn) 3.19) 
Pi 十 p2 十 … 十 pn Pi 十 p2 十 … 十 pn ? l 
也 就 是 
pif (21) + pof (2) +- + Pnf (tn) < pif (£1) +: + prf Yr) +: + pnf (Tn) 3.20) 
注意 到 ”表示 替换 , 于 是 不 等 式 (3.19) 的 等 价 不 等 式 为 
f (zx) < f(yx), (k=1,2,--- n), 3.21) 
由 于 f(z) 是 严格 单调 递减 函数 , 所 以 不 等 式 (3.19) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 z > yR. 
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综 上 所 述 , 不 等 
术 广 平均 .47 满足 性 质 1.4. 
(5) 考虑 到 f(z) 是 严格 单调 


式 (3.15) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 zx 


函数 , 由 加 权 拟 算术 广 


> ye PMOL. 这 表明 : 加 权 拟 算 


平均 的 定义 得 到 


AY (phe, pale polo} = fo? | AES) + mall Pa) 
=F [fe =e Se fes (3.22) 
这 表明 : 加 权 拟 算术 广 平均 .47 满 足 性 质 1.5. 
(6) 考虑 到 f(x) 是 严格 单调 函数 , 由 加 权 拟 算术 f- 平 均 的 定义 得 到 
Al {[pi + a < + q2]£2, [p3 + as]z3，… , [Pn + Qn] an} 
=f- |! pı + qı] f (x1) + [p2 + al f(x na .十 [pn + an] f (tn) 
rn “二 Pn 十 qn 
=f fas x1) + p2 f (x2) ee “+ anf (£n) 
Pi + pa + Dn tq + da +++ +n 
= Af {[pijai, [pajza，… , [Pnlan, [oz [2]v2,-++ , [qn]zn)}, (3.23) 
这 表明 : 加 权 拟 算 术 广 平均 .47 满足 性 质 1.6. 
综 上 所 述 , 加 权 拟 算术 广 平均 .48 满足 性 质 1.1 -性 质 1.6, 这 说 明 加 权 拟 算术 广 平均 .47 是 广 
义 加 权 窜 平均 . 命题 3.2 证 毕 . 
更 一 般 地 , 我 们 证 明了 
定理 3.3 如 果 多 元 函数 Ms 广义 加 权 窜 平均, 对 任意 的 单调 函数 a(z), 那么 多 元 函数 MM%: 
M$ {lpi]z1, [paljza [pz = a [Mer{lpila(z1), [pala(z2),:: ,[Pnlo(an)}] (2-24) 
THAT SOE. 为 了 方便 , 我 们 就 称 单调 函数 a(x JÆ AAS LIM r BI” SOHAL 
寡 平 均 M% 的 同 构 映 射 ,方便 地 记 为 o: Mp — Me, 或 者 记 为 a: Mp > Me, 还 可 以 记 


为 人 AM& =a toMpoa. 


WEAR 我 们 逐一 验证 多 元 函数 人 4 满足 上 述 六 个 性 质 . 
(1) Bpi, zi € Ry =1,2,---,n), qi yi € R4(i = 1,2,--- ,m), 考虑 p = pi 十 pz 十 … 十 
Prod = +42 +: + dns 根据 MM 的 定义 得 到 
MBP{ lpi]z1, [p2]v2,-++ , [Pn]£n, [gjyaloajy [am] vm} 
=a" [Mr{[piJa(21), [p2]a(x2), [psla(as),--- , (Pnlo(an), 
[n}o(y1), lg2]a(y2), [aslo(ys) > [am]o(ym) }, (3.25) 
根据 M5 性 质 1.1 得 到 
Mer{([pile(21), [p2]o(x2), [ps]a (z3), , [Pn]a(£n), 
laila(y1), lq2]a(y2), lasla(y3); > , [am]a(ym)} 
=Mr{[p|Mr{[pilo(21), [p2]a(£2), >  [Prlo(an)}, 
lq] Mr{la]aly), la2lo(y2),-++ , [qmla(ym)}}, (3.26) 


根据 MS 的 定义 得 到 
Mr{[p]Mr{[pila(21), [p2]o(x2), +++ , [Pn]a(£n)}, 
gM r{lai]a(y1), [g2]o(y2), + , [qm]a(ym)}} 
= Mr{lplaļa 7 [M r{]p1]a(21), [po]a(z2), +  [Pnlo(en)}], 
qlalo™ [M r{la]a(y), la2la(y2), [ma 
=Mpr{[p 
q 


ei 


a[M{[pila(x1), [p2]o(x2), +++ , [Pnlo(an)}] 
alMz {[q]a(y1), la2]a(y2); > , [amJo(ym) FF (3.27) 
将 (3.26) 式 和 (3.27) 式 代入 (3.25) 式 , 并 考虑 到 M8% 的 定义 , 于 是 得 到 
AF{lpilzi, palz2 [pnjzn [91]y1, laly; , [qmlym} 
=a7'Mr{plo[M#{[pila(21), [p2]a(x2),-- , [Pnla(an)}, 
laja Mt {la]aly), [a2]o(y2),-++ 5 [qmla(ym)}} 
=MF{p|MF{[pilo(21), [pala(r2),-++ , [pn]a(æn)}, 
[aM {lalo(y), [a2la(ye), +++ [qmla(ym)}}, (3.28) 
这 表明 : 多 元 函数 MM% 满 足 性 质 1.1. 
(2) 考虑 pi zi ER (i =1,2,--- ,n),A> 0, 根据 M% 的 定义 和 M5 性 质 1.2 得 到 


Mé{[Api]£1, [Ap2]x2, [MDajza， , [APn]£n} 
=a [Mr{[Apilo(a1), [Mp2la(z2),.…: ,Apnla(zn)}] 
=a [Mz{[pila(z1), [pala(z2),:…: , Pnlo(en)}] 
= MẸ {[p1]z1, lp2lz2, [ps]£3; > , [Pn]&n}- (3.29) 


这 表明 : 元 函数 Ms 满足 性 质 1.2. 
(3) 考虑 pi TE R+(i = 1, 2, eke n), 对 1， 2, as ,的 任意 一 个 置换 广 ,72， re Ins 根据 M$ 的 
定义 和 M5 性 质 1.3 得 到 


Mz{ [pi]z1, [p2|x2, [pa]£3; > , [pnlzn} 
=a [Mr{[pı]a(21), [pala(za)，… , Pnlo(an)}] 
=a" |Mer{[pj,Jo(2;,); [Pilat + Pinal) 
=MF{ [P5112 515 [Pj2]@ jos Pjs]£3 t + (Pin IInd (3.30) 


这 表明 : 元 函数 M% 满 足 性 质 1.3， 
(4) 根据 M% 的 定义 得 到 


MY¥{ pilz1, [pajz2 [sjza， , [Pnlan} 
=a [Mr{lpila(z1), pala(lza)，… ,Emalzn)]， (3.31) 
以 及 
Mr{lpilti Bi 区 [nzn} 
=a~"[Me{[pilo(r1),- ++ [pela@e)s--> , Prlo(en)}], (3.32) 


人 RD]z ,世相 ze , [Pnlan} 
2 Mit [piles ++ 5 [PelYes-** + (Pnlan}, (3.33) 
成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 不 等 式 
a™![Mr{]pi]a(z1); ,Ba(tz [pma(zn) 
> a`! [Mr{lpi]a(21) +++, [peloe),-++ , Pnlo(an)}), (3.34) 


考虑 分 两 种 情况 . 第 一 种 情况 ， 当 a(z) 是 严格 单调 递增 函数 时 , a-!(z) 也 是 严格 单调 弟 
增 函 数 , 所 以 不 等 式 (3.34) 的 等 价 不 等 式 为 


Mr{lpiloa(z1),. ,lprlo(zx),... , Pnlo(@n)} 
>Mr{([pija(xi), +++ , [pa]o(ye), ,pnla(zn)}, (3.35) 
根据 Mr 性 质 1.4, 不 等 式 (3.35) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 
Q(Tk) > a(yk), (3.36) 
| 


于 a(z) 是 严格 单调 递增 函数 , 所 以 不 等 式 (3.33) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 zk > yy MEAL. 
第 二 种 情况 : 当 a(z) 是 严格 单调 递减 函数 时 ，a-1(z Ceara wary 所 以 不 等 
式 (3.33) 的 等 价 不 等 式 为 


Arflpilatz) , [palo 
< Mpr{lpi]a(z1), Re Ja je K nla(£n)}, (3.37) 
根据 M5 性 质 1.4, 不 等 式 (3.35) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 
Q(zk) < aye), (3.38) 
于 a(z) 是 严格 单调 递减 函数 , 所 以 不 等 式 (3.33) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 zk > yp, BOIL, 
综 上 所 述 , 不 等 式 (3.32) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 zk > yp BO. RH: 多 元 函 
数 人 4% 满 足 性 质 1.4. 
(5) 考虑 到 a(z) 是 严格 单调 函数 , 根据 /M8% 的 定义 和 M5 的 性 质 1.5 得 到 
M${ [pilz, [p2le,--- , [pn]z} =o [Mer{ lpia(z), [pala(z),--- , [pnlo(a)}] 
=a lla(z)] = a7! o a(x) = xz, (3.39) 
这 表明 : 多 元 函数 M% 满 足 性 质 1.5. 
(6) 考虑 到 a(z) 是 严格 单调 函数 , 根据 M8% 的 定义 和 M5 的 性 质 1.6 得 到 
MP {lp1 + qi]x, [p2 二 gz , [pn + Qn] x} 
=a" [Mp{ [pi + ga(z), [p2 + @la(x),-+ , [pn + gn]a(z)) 
=a! |M r{[piJa(21), [p2]a(x2), [pslo(as), ++ , [pn]a(zn), 
[qila(z1), lq2]a(x2), [as]a(ws),--+  [dnJa(rn)})] 
= MẸ {[p1]x1, [pajza , [Pn] en, [oza[olzz，… , [dn]an}]. (3.40) 
这 表明 : 多 元 函数 人 4% 满 足 性 质 1.6. 
样 , 广义 加 权 窜 平均 之 间 的 同 构 映 射 也 是 一 个 等 价 关 系 . 即 有 


定理 3.4 Mr, Ms 和 Mzi 均 为 广义 加 权 窜 平均 ,a(z) 和 B(x) 为 任意 严格 单调 函数 . 
(1) 对 于 恒 等 映 射 , ( 即 : u(x) = r), 总 有 Mp 一 > Me; 
si 

(2) 如 果 M = Mr, BAM, > Mr; 

(3) WEMr SS Mz, HAM, B; Ms, 那么 Mp -b Ms. 
这 里 y(z) = a0 p(x). 

证 明 (1) 的 证 明 是 显然 的 . 

(2) 由 于 AP - Mr, 根据 定义 3.1 得 至 

Mi{[pilzi, [paljza [pzo=a (M r{lpi]a(z1), [po]a(x2), -+ ,[Pnla(an)}), (3.41) 
所 以 得 到 

a(M 7 { [pi], palza , [Pn]£n}) = M r{lpi]a(z1), [pola(x2),--+ , [pnla(en)}, (3.42) 
由 于 a(z) 为 严格 单调 函数 ， 现在 令 n(z) = a7! (x), yi = a(zi), 于 是 zx; = a (yi) = n(yi), 这 
里 i = 1,2,.… ,n, 因此 有 

7 (Mx{[piln(y1), Palm) , pn]n (yn)}) = Me{lpily, [pz ,Pay (3.43) 
亦 即 

Mp{[pilyi, pa Emo = 0 (Mz {[piln(y1), [pa]n (va), , pn]n (yn)}), (3.44) 
这 表明 : 单调 函数 n(x) 是 加 权 t 阶 昭平 均 Mz 到 加 权 r 阶 究 平 均 M5 的 同 构 映射 . 

(3) 由 于 Ar > My, 根据 定义 3.1 得 到 

Mzr{[pi]z1, [po]£2; >, [Pnlan} = a7'(Mr{[pija(x1), [p2lo(x2),-++ ,[Pnla(an)}), (3.45) 
所 以 


= 


oa (Mz{[pilzi, [pa]x2, [ps]23,--- , [Pn]an}) 
=ala (Mp{[pila(z1), [p2la(a2),--- , Pnla(an)})] 
=M r{[pı]a(z1), [p2]o(x2),-++ , [pnlo(zn)}. (3.46) 
由 于 Mz 2s Ms, 根据 定义 3.1 得 到 
Ms{[pilyi, [pelye,--> , [pnlyn} = 87 (Mz{lpi]B(y), [p28 (u2) e , pn]B(Yyn)}), (3.47) 
由 于 a(z) 为 严格 单调 函数 , 令 zi = B(yi), 于 是 yi; = B71(zi)(i 二 1,2,… ,n), 将 其 代入 (3.47) 式 


得 到 


Mos{lpi]yi, [p2]y2,*: , pn]yn} = 87 (Mz {lpilzi, [paljza + , [Pn]£n}), (3.48) 
将 (3.45) 式 代入 (3.48) 式 得 到 
Mas{[pi]yi, [pa , [pn]yn} = 6 [a (Ma{lpi]a(zi), [pala(x2),-++ , lpn]a(zn)})], (3-49) 


由 于 zi = B(yi), 所 以 a(zi) = albun), 将 其 代入 (3.49) 式 得 到 
Ms{lpilyi, [p2]y2; => , [pnlyn} 
=a (Mz{[pilalB (vy)], [pzlalB(y2)],::: , [pnlalB UH] 
=(ao0p8) (Mz{lpilao B(y1), [p2]a © 8(y2); > , [Pnlao B(yn)})), (3.50) 
这 表明 : 单调 函数 y(z) = aoB(z) 是 广义 加 权 窜 平均 ME 到 广义 加 权 窜 平均 Ms 的 同 构 映 
射 . 定理 3.4 证 毕 . 
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命题 3.5 设 人 Mr 广义 加 权 寡 平均 , pi, mi € Ry(i = 1,2,---,n), qi € Ry(i = 1,2,--- ,m), 


令 
Qa=a1= a2 = = am= Mr{lpilzi, [pz ,pnzn (3.51) 
对 任意 的 自然 数 n 和 s, 则 有 
Mp{lpilz1, [pzjza [pnjzn [qila1, [g2}a2,-++ , [qmlam} 
= Mr{lpilzi, [pzjza, [psjza > , [Pn]£n}- (3.52) 
证 明 方便 地 记 p = pi + pete + png =q +q ++ gm, 由 性 质 1.1 得 到 
Mr{lpi]z1, [p2]x2, [pajza , pnlzn, [q1]a1, lq2]a2, [q3]a3; , [am]am} 
=Mr{lp]Mr{[pı]z1, [p2|e2,--+ , [Prlen}, laql Mr{la1]a1, [q2]a2;: +- ,lqmlam}}. (3-53) 
由 于 a1 = az =- = am = Mp{[pi]z1, [pz]z2,… , [pn]zn}, 根据 性 质 1.5 得 到 
Mer{[a Jar, [a2]az2; -> , [qmlam} = Met{lpilzi, [aljza , Prlen}, (3.54) 
将 (3.54) 式 代入 (3.53) 式 得 到 
人 4F{pizi, [p2]x2, [psljza [pnjzn [qi]a1, [92]a2, lq3]as,:** , [qmjam} 
= Mp{lpl Me{[pilzi, paljz2 [njzn[gAMP{tPiza [pzjza ,[Prltn}}. (3-55) 
再 根据 性 质 1.5 得 到 
Mer{[p|M r{[pi}21, pajza , [(Pnlen}, la] Mr {[pila1, paljzz , [Pn]£n}} 
=Mr{[pi]21, [pe] x2, [ps]e3,--- , [Prl@n, }- (3.56) 
将 (3.56) 式 代入 (3.55) 式 就 得 到 (3.51) 式 , 命题 3.5 证 毕 . 
4 应 用 


下 面 是 广义 加 权 帘 平均 的 同 构 映 射 在 基本 不 等 式 中 的 一 些 应 用 . 
众所周知 , 著名 的 Young 不 等 式 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
命题 4.1 Wa,y E R, 如 果 a,6 > 0 满足 a 十 6 = 1, 则 有 
az + By > zy, (4.1) 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : z = y. 

如 果 用 加 权 容 平均 的 记号 , 不 等 式 (4.1) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 

A{lalz, [Bly} > 9{[alz, [Gy (4.2) 
将 不 等 式 推 广 到 n 变 元 的 情形 , 就 是 著名 的 几何 -算术 平均 定理 为 : 
命题 4.2 设 zi,pi € Rii =1,2, ,n), WA 


pir, + peta 十 … 十 DnZm > (a?! 2... Pm pi teat Fen (4.3) 
Pi P2 +: + Pn DiS i 
其 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : zl = za = = zn. 
用 本 文 的 加 权 窜 平均 的 记号 , 不 等 式 (4.3) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
A{[p1]21, [paljza，… [pajzn > G{[pilxr, lpazjzz ,[Prlan}, (4.4) 


TASC P Ey ASE AS AS eA: 


命题 4.3 Br pi ¢Ry(i=1,2,---,n), 如 果 7,s € R 满 足 r > s, WA 
i ee eae es (4 
Pı 十 D2 +: tpn Pit p2 +: tpn 
其 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : zl = za ==… = Ip. 
同样 , 用 加 权 军 平均 的 记号 , 不 等 式 (4.5) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
Mr{[pi]z1, [p2]£2;: > nz > Ms{[pi}x1, par , [Pr]En}, (4.6) 
定理 4.4 设 MFp 和 Ms 为 广义 加 权 突 平均 , zi € R} =1,2,---,n), 
(1) 如 果 a(z) 为 任意 严格 单调 递增 函数 , 则 不 等 式 
Mer{[pi}x1, [pzljz2  Pnlan} > Most{lpilz1, pazjz2 , [Pn]zn}, (4.7) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 
AM4F{[Pizi [p2]v2,--+ , Pnlan} > Ms{[pi]21, [p2]e2,--- , [Pn]zn}, (4.8) 
成 立 . 
(2) 如 果 a(z) 为 任意 严格 单调 递减 函数 , 则 不 等 式 (4.7) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 
MP {pilzi, [paljza [pnjzn < MS{[pi]21, lp2]7x2,:*: , [Pnlen}, (4.9) 


成 立 . 


XEM% 二 a-1oMpo a, Mg =a7!o Ms oa. 为 方便 , 我 们 就 称 


式 (4.8), 或 不 等 式 (4.7) 与 不 等 


式 (4.9) 是 同 构 的 . 


证 明 (1) 先 证 充分 性 . 由 于 a 
周 递增 函数 , 根据 不 等 
-I[M r {[pi]z1, [zz]z>， pen 
由 于 人 =a o Mp oa, 对 但 


Mr{lpilz1, [pzjzz +: 
Mer{[pilao a7 
=ala [Mr{lpilalo (#1 
=alM?${lpila (zi 

同样 , BFM% =al o Mp oa, 
Ms{ [pi]z1, [pzjzz +: 
![Ms{]pı]a 0 a7! 
a [Mst{[pilala (za 
M3{lpı1]a7 (za 
由 于 x; 的 任 i 
代入 (4.11) 式 和 (4.12) 式 分 别 得 到 


=aoa! 


-1 


二 QoQ 
a 


a 


Apf[pilzi,[palza…: 


EF 意 的 k = 1,2,--- 


; [Pn] tn} =aca™ 


lx 


), [palo 


， [Pn] tn } 一 Qoa 


J; [p2]a7 
EMT (a) AER T RE I pR 


are 
= 于 


` 等 式 (4.7) 与 不 


(x) 为 任意 严格 六 


式 (4.7) 得 到 


, [pnlzn}] > a 
11M 
1), [pala o 
)], pale 
ee 
对 任意 


i m]a 


11M 
~*(aa),*° 
(x2)], + 


<, [Pm] 


(x 1); [p2 
)], [pzjala 
(z2), °° 


aoa 


Hn 


, [pnjzn = a[M 


FL iA 
IM s{ [pi], [po]£2;, 
aTi (zə), e, 
-1(z2)], pai 


~"(2n)} 
的 1 = 1,2,--- 


a 
F 


递增 函数 , 所 以 a-1(z) 也 为 任意 严格 单 


, [pnlzn}], (4.10) 
所 以 得 到 
Fr{lpilzi, [p2]£2; +: , [pnlzn)] 
[pn]a 0 oa (zn))] 

ala™ (za 

]， 
„n, 所 以 得 


st{lp1 


, [Pn 
(4.11) 


到 


Tı, [p2]£2, oo 


, [Pn]£n}] 
(xn) 
,pnlala™ (zn)]}]] 
(£n)}], 
可 以 令 y; = atrii = 1,2, 


pnlQoa 


{[pily, [pz]y>， S650 [Pn] ¥n}]; 


和 


As{[plzi[palz2,…. 


将 (4.13) 式 和 (4.14) 式 代入 不 等 


“Haj Mh {lpijy, [p2]y2, 0 


亦 即 


a= 


Yo alMr{[pilyi, [pa] ye, ies 


, [pnjzo = olMS{ [pily, pay , Prlynd], (4.14) 

式 (4.10) 得 到 
, [pn]lyn}] > a laMa {pily [polyz [pay ， (4.15) 
, [Pn]yn}] > a o a[MS{[pily1, [po]yz; "> 5 prjyn}, (416) 


这 样 就 得 到 不 等 式 (4.6), 充分 性 证 毕 . 
再 证 必要 性 . 由 于 a(x) 为 任意 严格 单调 递增 函数 , 所 以 -1(z) 也 为 任意 严格 单调 递增 函 
数 , 根据 不 等 式 (4.6) 得 到 
a(MF{[pilyi, [p2]yz,::: , (Pnlynt] > olMS{ pily, [palye, ++, [pnjyn}], (4.17) 
HIM? =a! o Mr oa, 根据 定理 3.4 得 到 Mp = ao MX oant, 对 任意 的 k = 1,2,---,m, 
所 以 得 到 
MY${ (pilus, (pely,-+ , [pn]yn} = a7* oolM?${ [pilus [pa 加 [only 
=a! oalMY${lpiloa "oo(y), [pe]a~* 0 a(yz), ,no o a(yn)}] 
=at [alM${lpilo™ [oa(y)], [palo aly), [Pala [a(yn)]}]] 
=a [Me{[pila(y), [p2ala(y2),-++ , [Pm]a(yn)}, (4.18) 
同样 , HEM? = a-1oMrpoa, 根据 定理 3.4 得 到 /Ms = aoM&oa-!, 对 任意 的 1 = 1,2,--- ,m， 
所 以 得 到 
MS{ [pilus [paly2, ,pnlyn} = 0 oolMS{ pilyi, [p2ly2; , [pnlyn}] 
=a oalM$e{lpi]lo o a(yı), [pla 0 a(y2), ,no © a(Yn)}] 
=a [a| M3{[pi]a7 [aly], [pzla™ [al , [pnla™ [a(yn)]}]] 
=a [Ms{lpila(y), [p2]a(y2); + , Pmla(yn) }], (4.19) 
由 于 zi 的 任意 性 和 a-1(z) 为 任意 严格 单调 递增 函数 , 可 以 令 z; = ayi(i = 1,2,… ,n), 将 其 代 
入 (4.18) 式 和 (4.19) 式 分 别 得 到 
M®{ [pilyi, pa] 加 ,pnlyn} = 07 [Mr{ lpi]zi, por , pn]zn}]) (4.20) 
和 
M&{[pily1, [py , pnlyn} = a~ Ms { [pi], [pz [pz (4.21) 
将 (4.20) 式 和 (4.21) 式 代入 不 等 式 (4.17) 得 到 
ala [Ma{[pilzi, [p2]£2; , [PnJen}]] > ofa" [Ms{[pı]z1, [plz2,*: , [pnlzn}], (4.22) 
亦 即 
aoa [MPfpijzt [paljza ,pnz>aooa [Msfpiza[palzo ,pazn， (4-23) 
这 样 就 得 到 不 等 式 (4.8), 充分 性 证 毕 . 
类 似 地 可 以 给 出 (2) 的 证 明 . 定理 4.4 证 毕 . 


众所周知 , 著名 的 Cauchy- 


Schwarz 不 等 式 可 以 表示 为 : 


命题 4.5 Wri, Yi € Ry(i = 1,2, 和 n), 则 有 
(aj tap+---+a2)\(yptys tty) > (wim 十 TY2Y2 十 … + Ennyn), 
中 等 号 成 立 充分 必要 条 件 是 : 存在 1 > 0, 使 得 zi = uyli = 1,2,--- ,n). 
考虑 变量 代 换 , 不 等 式 (4.24) 也 可 以 写成 : 
| | , VA + Ema ++ + Enn 
a n 


n n 
用 加 权 窜 平均 的 记号 , 不 等 式 (4.24) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
G{Mo2{x1, £2, shines , Tn}, M2 {y1, Y2, SA , yn}} 
> Ma2{G{21, y1}, G{x2, y2}, ia ,0 {zn, yn}}, 


更 一 般 地 , 著名 的 H5lder 不 等 式 可 以 表示 为 : 
命题 4.6 Bari yi € 民 4(i 二 1,2,… ,n), 如 果 p,d > 1 满足 ; +7 = 1, WA 


\ 
4 


9 


工 工 
(ch +abt---+aP)? (yf + yh +---+y2)* 2 tyi + ryz +: + EnYn, 


中 等 号 成 立 充分 必要 条 件 是 : 存在 1 > 0, 使 得 x; = uyli = 1,2,--- ,n). 
考虑 变量 代 换 , 不 等 式 (4.27) 也 可 以 写成 : 


i 1 1 1 EA 
ate ptt) [ninutin i afy! tabys +---+ohya 


N 
4 


1 


之 
n n 


)》 
n 


FAR PY S, 不 等 式 (4.27) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
G{[lal A{z1, £2, £3, ie tnh [b] A{y1, yo; Y3,°°° ,yn}} 
> A{g9{[alz1, [oly }, G{la]x2, [bly2},-+- , G{la]æn, [olyn}}, 


Ea=»p- 1,b=g-1. 
命题 页 4.7 Wri, yi € Ry(i = 1,2,-- s n), 如 果 p > 1, 则 有 
1 i 
(23 taat taR)? + (yi ty H tyn)” 
> [(£1 + yr)? + (z2 + y2)? +--+ (En + yn)?]?, 
不 等 式 (4.30) 也 可 以 写成 : 


a 工 
| | (| 
2 n 


> EE ty) + [z (22 + ye) P +++: 4 ae, voll’ 


be 


AI PII Ss, 不 等 式 (4.30) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
A{Mp{21, £2, ae , Zn}, Mp{Y1; ye, Kia ,Yn}} 
> Mp{A{zi, y1}, A{z2, Y2}, moe , A{ En, Ynt}, 


定理 4.8 KMpAIMs HN XIRAR FI, ciy € RE(i = 1,2, mj = 1,2, 


(1) 如 果 a(z) 为 任意 严格 单调 递增 函数 , 则 不 等 式 
APflpiAsftzil7 € 一 Ba]Asfzajl7eE Inh, [Pm][Mst{tmjl j € Zn}} 
> Ms{Mr{lpi]xin|i € Im}, Mr{lpilziz|i E Im}, ++, Mer{lpilrin|i € Im}}, 
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20 


(4.24) 


(4.25) 


(4.26) 


(4.27) 


(4.28) 


(4.29) 


(4.30) 


(4.31) 


(4.32) 


n), 


(4.33) 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 
Mri] MS{y|j € Zn}, pol MS{y2|j E€ Inhi ,pmll MS yml j E€ In} 
2Ms{Mer{[pilyialt € Im}, Met [pilyi2lt € Im}, +, Met [pilvin| i E Zm} h, 


(4.34) 


(2) 如 果 a(z) 为 任意 严格 单调 递减 函数 , 则 不 等 式 (3.1) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 


Mt [piIM${yijl 9 E€ In}, palIMS{yes| j E In}, Pm] [M3 {Yml J E Inf} 
<MS{ME{[pilyal i E€ Im}, ME{[pilyial 4 E Im}, +++, MP{lpilYin| i E Imt}, 
成 立 . XEM% = avo Mroa, M% =al o Msoa, 五 表示 由 自然 数 1 2,- 


(4.35) 
. ,t 组 成 的 集 


A, {prir 9 E Tn} 表示 集合 { [pri]zri [pk2]zk2，… Pen|ten}, 下 同 . 为 方便 , 我 们 就 称 不 等 


式 (4.33) 与 不 等 式 (4.34), 或 不 等 式 (4.33) 与 不 等 式 (4.35) 是 同 构 的 . 


证 明 (1) 先 证 充分 性 . 由 于 a(z) 为 任意 严格 单调 递增 函数 , Pr a! (a) AA 


调 递增 函数 , 根据 不 等 式 (4.33) 得 到 


E 意 严格 单 


a [Mr{[pi]Ms{21j| 5 € Zn}, [po]Ms{x2jl 9 € 五) ,pmllMs{zmilj € Zn}}] 
a" [Ms{Me{[pilzilt € Zn}, Mr {[pilvia| i € Im}, +, Mr{lpilrinli € Im}}], (4-36) 


ae =a-toMgoa, 对 任意 的 上 = 1,2,--- ,m, 所 以 得 到 


Ms{2xnj|9 € In} = a 0 at [Ms{Ek1, Tr2, k3, ,Thn}] 
=aoa'[|Ms{aoa (xr), a oa 1 (zk2), ,@ 0 a7! (£kn)}] 
=alo™ [Msfalo- (ae1)], ala (zt aflo (zxn)]}] 
=a|M3{a7 (x241), oa (Zr2), sa (Ekn)}, 

同样 , HEM? =a! o Mp oa, 对 任意 的 ! = 1,2,… ,n, 所 以 得 到 

Mr{ai|i € Im} = aca" [Mer{ay, £21, za Emi} 
=aoa [Mr{aoa (£u), a 0 a7! (z2), ,oo a7! (mi) }] 
= aja [M r {ala (x1)], ala (zz -ala (ama) H] 
=a|M}{a7 (xu), a7 (z2), a7" (Em)}, 


1,2,… ,n), 将 其 代入 (4.37) 式 和 (4.38) 式 分 别 得 到 
Ms{anj| j € In} = ol ME {yr Yk s Yen} = aMMy j € TaY, 


和 
AP{zil2EZn = aM {Yi Ya gm 站 =aAMFoal i E€ Zm}. 
将 (4.39) 式 和 (4.40) 式 代入 (4.36) 式 得 到 
oa [Mr{lpilolMe {ulj E€ In}, [palalMS{y2;|j € Zn}, 
[pslalMs{y3;|7 E In} , [pmlalMs{ym;|j € Zn} 
[Ms{alM$ {pilyali € Zm}, olMY{ [pilyi2li € Zm}, 
alMF{[pilyis| i E€ Zm}], +++ , olME{ pilyin| i E€ Zm}}], 


于 zi; 的 任意 性 和 a-1(z) 为 任意 严格 单调 递增 函数 , 可 以 令 yi; = 1 (arg (i = 1,2,… 


(4.37) 


(4.40) 


(4.41) 
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HM% = aT! o Mp oa, MZ =a-1oMsoa 代 入 不 等 式 (4.41) 就 得 到 不 等 式 (4.34), 充分 性 


i H 
Ex 


再 证 必要 性 由 于 a(z) 为 任意 严格 单调 递增 函数 , 所 以 a-1(z) 也 为 任意 严格 单调 递增 函 
数 , 根据 不 等 式 (4.34) 得 到 
al AS E En}, [p] MS {yj © Tr}, ,pmll MS {Yml j E Zn}} 
ZalMS{MYP {pilyali € Im}, MPE{lpilyiz|i E Im}, +++, MP{lpilyin| i E ZTm}}H, (4.42) 
由 于 M8 = Qa-1oMsoa, 根据 定理 3.4 得 到 Ms = aoM&8oa-!, 对 任意 的 k= 1,2,… ,m, 所 
以 得 到 


MZ{yk;l j € Tn} = a 9 a| MZ{Yk1, Yk2, Yk3, oat ,Ykn}] 


=a o a[M3{a7" oa a oa) , a71 o Qa(yen)}] 
=a [a| M3 {a7 *[o(yar)], or [a(aea)]s +++ 7 [an 
IM s{a(yer); aa) +0(Ynn) }, (4.43) 
同样 , 由 于 AM% = a~to M poa, 根据 定理 3.4 得 到 Mp = aoMGoa!, 对 任意 的 ! = 1,2,--- ,n, 
所 以 得 到 
MẸ{yuli E€ Im} = a o a[ MR {y1 Ya, ysis om 
=a! oalM${a o a(yu), a7 * oa a! © alym) } 
= ota MẸ {ala yn), talya) ,a alum) 
=a [M r{alyu), alya), =, &(Ym)}H, (4.44) 
由 于 yz 的 任意 性 和 af(z) 为 任意 严格 单调 递增 an 可 以 令 zij = a(yij(i = 1,2, ,m;j = 
1,2, ,n), 将 其 代入 (4.43) 式 和 (4.44) 式 分 别 得 到 
Me{yrj|j E€ In} = a [Ms{zr Tr y, Een} = [Mos {rnjl j € Tn}, (4.45) 
和 
M&{yul i € Im} = a |[Mrfai, £21, , Tm} = aTM r xul i € Im}. (4.46) 


将 (4.45) 式 和 (4.46) 式 代入 (4.42) 式 得 到 
a[MS8{[oija [AMsfzal7 € In}, Lp2la™ [Ms{z2;|j € Ta}, 


[p3]a 1M s{x3j| j € Tayl S i [Pm] [Ms{zmili € TSF 
> a[M3{a7 [Mr {[pi]£a]i € Im}, a7 "Mr {[pilzial t € Zm}, 
a [Mr{[pi]xis| i € Im}, +++ ,oa [Me{lpilrin|i € Im}}), (4.47) 


再 将 人 MP =aoM%}oa7l, Ms =ao0oMX%o FUNTE 47) 就 得 到 不 等 式 (4.33), 充分 性 
证 毕 . 
类 似 地 可 以 给 出 (2) 的 证 明 . 定理 4.8 证 毕 . 
在 定理 4.4 中 , 令 人 M5 为 加 权 算 术 平 均 , Ms 为 加 权 几 何平 均 , 取 a(z) = zx-1, 由 于 a(z) = 
a FER 为 严格 单调 递减 函数 , 而 
H{ [pilai, palzz [pazn = a7 "[A{[pila(x1), [pela(a2),--+ , [Pnla(an)}], (4.48) 
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G{[piler, [pzjz2 ,nz =a *[G{[pilo(a1), [p2]a(w2),-++ , [Pnla(en)}]- (4.49) 
根据 定理 4.4 的 (2) 就 得 到 下 面 两 个 著名 的 不 等 式 是 同 构 的 . 
例子 4.9 设 zwi,yi,pi; €R li =1,2, ,n), 则 有 不 等 式 


Pit, + porta 十 … + pnt > (xP! 2892... Pn) pi tpat Fon (4.50) 
Pı 十 D2 +: + pn 
与 不 等 式 
(yt us are ybn ) rates Pa > ae nate e + Dn = (4.51) 
PLY, 十 D2y2 +++ pnyn 
是 同 构 的 . 


在 定理 4.8 中 , AM pA ACE, Ms HMR RFM, Wale) = 277, 由 p > 1, 


因此 a(z) = zz 在 有 + 为 严格 单调 递减 函数 ， 而 
H{lpı]z1, [palza2 >+; [Pa]ën} = a" [Mp{[pi]o(21), [palo(x2),--- [paja(zn)， (4.52) 
M_1{[pile1, palza2 ,Blznj = a" [A{[pila(21), [pala(za) [pma(zo (4-53) 


根据 定理 4.8 的 (2) 就 得 到 下 面 两 个 的 不 等 式 是 同 构 的 . 
例子 4.10 设 zi Yi, Qi, bi € 了 及 +( =1,2,--- n), 如 果 p > 1, 则 有 


人 
> [(£1 + y1)? + (£2 + y2)? +- + (En + yn)”]”, (4.54) 
与 不 等 式 
(ar? bap tare el ees bye] 
-i _l\p _1 inp ade o inp 
<|( +") + (a)? +03”) tet (an? +e)” ， (4.55) 
是 同 构 的 . 


这 个 例子 表明 : 某 些 不 等 式 之 间 的 一 些 平凡 代 换 和 变换 是 不 等 式 之 间 的 同 构 映射 . 
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